Kombinatorika - kidolgozott tipuspéldak

az Osszes dolgot sorba rakjuk

valasztunk néhanyat a dolgok
koziil (nem szamit a sorrend)

vélasztunk néhéanyat a dolgok
koziil és sorba rakjuk dket

minden dolog kiilonb6z6

ismétlés nélkiili permutacio

Hanyféleképpen lehet sorba
rakni n kiilonb6z6 dolgot?
P=1-2-...-(n-1)-n=n!

példaul: hanyféle sorrendben
tilhet le egymas mellé 5 ember?
5!=1-2-3-4-5=120

ismétlés nélkiili kombinacio

Hényféleképpen lehet n
kiilonb6z6 dologbdl
kivalasztani k darabot, ha nem
szamit a kivalasztas sorrendje és
mindegyiket csak egyszer
valaszthatjuk?
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példaul: lotto (90 szambol
valasztunk 6t6t, nem szamit a
kivalasztas sorrendje)
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ismétlés nélkiili variacio

Hanyféleképpen lehet n
kiilonb6z6 dologbol
kivalasztani k darabot, ha
szamit a kivalasztas sorrendje és
mindegyiket csak egyszer
Vélaszthaltjuk?
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példaul: egy 10 csapatos
bajnoksagban hanyféle sorrend

alakulhat ki a dobogoén?

| |
1 =E=8-9-10=720
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lehetnek koztiik egyformak

ismétléses permutacio

Hanyféleképpen lehet sorba
rakni n dolgot, ha koztiik nj, ny,
..., Nk darab egyforma van?
(ng+ny+...4+n=n)
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példaul:
hanyféleképpen lehet sorba rakni
2 kék és 3 piros golyot?

ismétléses kombinacio
(NEM érettségi anyag!)

Hényféleképpen lehet n
kiilonb6z6 dologbdl kivalasztani
k darabot, ha nem szamit a
kivalasztas sorrendje és egy
dolgot tobbszor is valaszthatunk?

példdul: a lottobhtizasnal minden
alkalommal visszateszem a
kihtizott golyot, igy egy szdm
tobbszor 1s szerepelhet

ismétléses variacio

Hanyféleképpen lehet n
kiilonb6z6 dologbdl kivalasztani
k darabot, ha szamit a kivalasztas
sorrendje €s egy dolgot toObbszor
is valaszthatunk?

V=n¥

példaul: tot6 (a 3 lehetséges
végeredménybdl (1, 2, x)
képeziink 14 (13+1) hosszisagu
sorozatokat)

3=4782969



A feladatok jelentds része vegyes tipusu, ahol nem a fenti képleteket, hanem a képletek

megalkotasahoz alkalmazott gondolatmenetet kell hasznalni; vagy egyértelmiien valamelyik fenti

tipusba tartozik, de "jozan paraszti ésszel", képlet hasznalata nélkiil egyszertibben megoldhato.

(Kivételt jelentenek a kombinécio-tipusu feladatok (azaz, ahol a sorrend nem szamit), itt "agyalas"
7

helyett az [k] képletbe helyettesitiink.)

Példaul:

- hany 5 jegyii szam készitheto az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek egyszeri felhasznalasaval?

(ismétlés nélkiili permutacid)

az elso helyre barmelyik szdmot valaszthatom az 5 koziil, a masodik helyre a maradék 4-bdl, a
harmadikra a maradék 3-bol valaszthatok stb., igy 6sszesen 5-4-3-2-1=120

szam készithetd

- hany 3 jegyii szam készithet6 az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek egyszeri felhasznalasaval?

(ismétlés nélkiili variacio)

az elsd helyre barmelyik szamot valaszthatom az 5 koziil, a masodik helyre a maradék 4-bdl, a
harmadikra a maradék 3-bol valaszthatok, azaz sszesen 5-4-3=60 szam készithetd

- hany 3 jegyii szam készithet6 az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbol, ha mindegyiket
tobbszor is felhasznalhatom?

(ismétléses variacio)

mindharom helyre barmelyik szdmjegy keriilhet, igy Osszesen 5-5:5=125 szam készithetd

- hany 4 jegyii szam készitheto a 0, 1, 2, 3, 4 szamjegyek egyszeri felhasznaldsaval?

(vegyes feladat)

az els6 helyre 4 szamjegybdl valaszthatok (0 nem 4llhat az els6 helyen), a masodik helyre a
maradék 4-bdl barmelyik keriilhet (itt mar lehet 0), a harmadikra a maradék 3-bol barmelyik stb.,

azaz 0sszesen 4-4-3-2=96 szam készitheto

- hany 4 jegyii szam készitheto a 0, 1, 2, 3, 4 szamjegyekbol, ha mindegyiket tobbszor is
felhasznalhatom?

(vegyes feladat)
az els6 helyre 4 szamjegybdl valaszthatok (0 nem allhat az els6 helyen), a masodik helyre

barmelyik keriilhet (itt mar lehet 0), a harmadikra szintén barmelyik stb., azaz 0sszesen
4-5-5-5=500 szam készithetd

Tipusfeladatok:



Egy 10 tagu tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fog. Hany kézfogas torténik?

(ismétlés nélkiili kombinacid)

1. megoldas: az els6 ember 9 masikkal fog kezet, a masodik 8 emberrel (az elsdvel vald kézfogasat
az els6 embernél mar beszamitottuk), a harmadik 7 emberrel stb., azaz 6sszesen
9+8+7+6+5+4+3+2+1=45 kézfogas torténik.

2. megoldas: minden ember 9 masikkal fog kezet, ez 6sszesen 9-10=90. {gy azonban minden
kézfogast duplan szamolunk (mindkét "kézfogonal" beleszamitjuk), tehat kettovel el kell osztani,

azaz Osszesen 90/2=45 kézfogas torténik.

3. megoldas: annyi kézfogas torténik, ahanyféleképpen kivalaszthatunk 2 embert a 10-b6l. Azaz "10
alatt a 2"=10!/(2!-8!)=45

Egy 12 csapatos labdarugotornan hanyféle sorrend alakulhat ki a dobogon?
(ismétlés nélkiili variacio)

Az els6 helyre a 12 csapatbdl barmelyik keriilhet, a masodik helyre a maradék 11-b6l, a harmadikra
a maradék 10-bdl valaszthatunk, azaz 6sszesen 12-11-10=1320-f¢le sorrend lehetséges.

Egy 5 hazbol allo hazsort szeretnénk kifesteni. Hanyféle kifestés létezik, ha 4-féle festékiink van?
(Egy hazhoz csak egyféle festéket hasznalunk, a festékeket nem lehet keverni.)

(ismétléses variacio)

Mind az 5 hazhoz hasznalhatjuk barmelyiket a 4-féle festék koziil, azaz 6sszesen 4-4-4-4-4=1024
lehetdség van.

Egy 5 hazbol allo hazsort szeretnénk kifesteni. Hanyféle kifestés létezik, ha 7-féle festékiink van, és
minden hdznak kiilonbozo szintinek kell lenni?
(Egy hazhoz csak egyféle festéket haszndlunk, a festékeket nem lehet keverni.)

(ismétlés nélkiili variacio)

Az els6 hazhoz 7-féle festékbol valaszthatunk, a masodikhoz a maradék 6-b6l, a harmadikhoz a
maradék 5-bdl stb., azaz 0sszesen 7-6-5-4-3=2520 lehetdség van.

Egy 5 hazbol allo hazsort szeretnénk kifesteni. Hanyféle kifestés létezik, ha 4-féle festékiink van, és a
szomszédos hazak nem lehetnek egyforma sziniiek?
(Egy hazhoz csak egyféle festéket hasznalunk, a festékeket nem lehet keverni.)

(vegyes feladat)



Az els6 hazhoz 4-féle festékbol valaszthatunk, a masodikhoz a maradék 3-bol, a harmadikhoz
szintén 3-bdl (a masodik haz szinét nem valaszthatjuk, de az elsdét igen), az dsszes tovabbihoz is 3
szinbdl, azaz 6sszesen 4-3-3-3-3=324 lehetdség van.

Hanyféleképpen lehet sorba rakni egy feher, egy zold, egy kék, egy piros és egy sarga golyot?
(ismétlés nélkiili permutacid)

Az elso helyre 5 szinbdl valaszthatunk, a masodikra a maradék 4-bol, a harmadikra a maradék 3-bol
stb., azaz 6sszesen 5-4-3-2-1=120 lehetdség van.

Hanyféleképpen lehet sorba rakni egy feher, két zold és harom kék golyot?

(ismétléses permutacio)

Ha mind a 6 goly¢ kiilonb6z6 szinti lenne, akkor 6-5-4-3-2-1=720 lehetdségiink volna. A két zold
golydt 2-1=2, a harom kéket pedig 3-2-1=6-féleképpen lehet sorba rakni. Mivel az azonos szintieket

egyformanak tekintjiik, az egymas kozotti sorrendjeiket nem kiilonboztetjiik meg, tehat a 720
lehetéséget 2-vel, ill. 6-tal el kell osztani, azaz 6sszesen 720/(2-6)=60 lehetdség van.

Egy 10 fos tarsasagban 4 kényvet osztunk szét. Hanyféleképpen tehetjiik meg, ha minden konyv
kiilonbozo, és mindenki csak egy kényvet kaphat?

(ismétlés nélkiili variacio)

Az els6 konyvet a 10 ember koziil barkinek adhatjuk, a méasodik konyvet a maradék 9, a harmadikat
a maradék 8 koziil barmelyiknek stb., azaz 6sszesen 10-9-8-7=5040 lehetdség van.

Egy 10 fos tarsasagban 4 kényvet osztunk szét. Hanyféleképpen tehetjiik meg, ha a kényvek
egyformdk, és mindenki csak egy konyvet kaphat?

(ismétlés nélkiili kombinacio)
A kérdés az, hogy hanyféleképpen valaszthatjuk ki a 10 ember koziil azt a négyet, aki konyvet kap

(mivel a kdnyvek egyformak, a kivélasztas sorrendje nem szamit). Osszesen "10 alatt a 4" ==
10!/(4!-6!)=210 lehetdség van.

Egy 10 fos tarsasagban 4 konyvet osztunk szét. Hanyféleképpen tehetjiik meg, ha minden konyv
kiilonbozo, és mindenki tobb kényvet is kaphat?

(ismétléses variacio)

Mind a 4 konyvet kaphatja a 10 koziil barmelyik ember, azaz 6sszesen 10-10-10-10=10000
lehetdség van.



Egy 10 fos tarsasagban 4 konyvet osztunk szét. Hanyféleképpen tehetjiik meg,
ha a kényvek egyformak, és mindenki tobb kényvet is kaphat?

(ismétléses kombinacid)

1. megoldas: az ismétléses kombinacid képlete nem érettségi anyag, de a kdvetkezd gondolatmenet
alapjan megalkothatjuk az altalanos képletét. Szemléltessiik a kiosztast a kovetkezOképpen: a 10
embert jelképezze 10 fehér golyo, a 4 konyvet pedig 4 fekete golyo. Rakjuk sorba a 10 fehér golyot,
¢s mindegyik elé tegylink annyi feketét, ahany kdnyvet kap a neki megfelel ember. Pl. az els6
ember 1 konyvet kap, a negyedik kettdt, a tizedik pedig egyet: @ecoceeococococoe0

a lerakdsi szabalyunk miatt a 10. fehér goly6 utan semmiképpen nem allhat fekete, igy azt el is
hagyhatjuk: ecoceeccocococoe

A konyveket tehat annyiféleképpen oszthatjuk ki, ahdnyféleképpen lehet 9 fehér és 4 fekete golyot
sorba rendezni. Ezt 13!/(9!-41)=715-f¢leképpen tehetjiik meg (ha az 6sszes golyo kiilonbozo szinii
lenne, akkor 13-12-...-2-1=13! lehetdség volna. A 9 fehér golyot 9-8-...-2-1=9!, a 4 feketét pedig
4-3-2-1=4!1-féleképpen lehet sorba rendezni. Mivel az azonos szinlieket egyformdnak tekintjiik, az
egymas kozotti sorrendjeiket nem kiilonboztetjilk meg, tehat a 13! lehetdséget el kell osztani 9!-sal
és 4!-sal).

2. megoldas: Vegyiik sorra az 9sszes lehetdséget:

Ha mind a 4 konyvet ugyanaz az ember kapja, akkor 10-féleképpen oszthatjuk ki.

Ha egy ember kap 3 konyvet, egy masik pedig 1-et, akkor 90-féleképpen oszthatjuk ki: a 3-
konyvest 10, az 1-kdnyvest pedig a maradék 9 emberbdl valaszthatjuk ki, azaz 6sszesen 10-9=90
lehetdség van.

Ha 2 ember kap 2-2 konyvet, akkor 45-féleképpen oszthatjuk ki :"10 alatt a 2"==10!/(2!-8!)=45-
féleképpen valaszthatjuk a 10-bdl azt a 2 embert, aki kdnyvet kap.

Ha 4 ember kap 1-1 konyvet, akkor 210 lehetéség van :"10 alatt a 4"=10!/(4!-6!)=210-féleképpen
valaszthatjuk ki a 10-bdl azt a 4 embert, aki kdnyvet kap.

Ha egy ember kap 2 konyvet, 2 pedig 1-1 kdnyvet, akkor 360 lehetdségiink van: a 2-kdnyvest 10
emberbdl valaszthatjuk ki, a két 1-konyvest pedig a maradék 9-bol ("9 alatt a 2"=9!/(2!-7!)=)36-
feleképpen, azaz osszesen 10-36=360-f¢leképpen

vélaszthatjuk ki a 3 emberiinket.

Osszesen tehat 10+90+45+210+360=715 lehet8ség van.



